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摘  要 
1999 年 Stewart 发表了一篇题为《Defend the Roman Empire！》的文章。20
年来，针对该问题的诸多防御策略被提出并得到了较深入地研究，其中多数可归
结为图的控制集如罗马控制集（Roman dominating set）及安全控制集等(Secure 
dominating set)问题。 
作为安全控制集的一个推广，一个图 ,G V E=（ ）的多移动安全控制集
(multi-moving secure dominating set)定义为 G 的一个顶点控制集（dominating set）
0 0 0
0 1 2{ }mS u u u= 、 、…… 满足：对任意 v V∈ ，均存在 G 的一个顶点控制集
1 2{ }mS u u u= 、 、…… 使得 v S∈ 且
0
j ju u=  或 
0
j ju u E∈ ，1 j m≤ ≤ 。G 的最小多
移动安全控制集的顶点数称为多移动安全控制数，记为 *( )Gγ 。 
容易看到，对任意的连通图 G 均有 *( ) / 2T nγ ≤ ⎡ ⎤⎢ ⎥，本文第三章刻画了所有
达到该上界的树。在第二章中我们回答了 Grobler 等在《Secure domination 
critical graphs》中提出的有关安全控制数的一个问题；同时，我们通过一个反例





















In 1999, Stewart proposed an interesting problem involving the so-called 
《Roman domination》. Since then, a lot of protection strategies to this problem were 
introduced and studied, most of which could be theoretically considered as the various 
vertex dominating set, e.g., “Roman dominating set”, “secure dominating set” etc., 
problems of a graph.  
As a generalization of the secure dominating set, a vertex dominating set 
0 0 0
0 1 2{ }mS u u u= 、 、…… of a graph ,G V E=（ ） is called a multi-moving secure 
dominating set if, for any v V∈ , there exists a vertex dominating set 
1 2{ }mS u u u= 、 、……  such that v S∈ , and 
0
j ju u=  or 
0 ( )j ju u E G∈  for any 
1 j m≤ ≤ . A multi-moving secure dominating set having minimum cardinality is 
called a *γ -set and its cardinality，denoted by *( )Gγ ，is called the multi-moving 
secure domination number of G .  
In this thesis, an upper bound for *( )Gγ  is established and the trees which 
meets this bound is characterized. A question asked by Grobler in《Secure domination 
critical graphs》 is answered. Finally, we point out an error of a result in《Roman 
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定义 1：对于给定图 ,G V E=（ ）及 S V⊆ ，若 v V∀ ∈ ，均有 v S∈ 或存在点u S∈
使得 vu E∈ ，则 S 是图G 的一个控制集（a dominating set）。记图G 的控制集的最
小势为 ( )Gγ (domination number)， ( ) min{| ||G S S Gγ = 为图 的一个控制集}。若图
























1.2  罗马控制问题 











为图的控制集如罗马控制集（Roman dominating set）及安全控制集(Secure 
dominating set)等问题。 
定义 2(Cockayne [3])：对于给定图 ,G V E=（ ）及V 上的一个实值函数
: {0,1,2}f V → ，则 f 将图G 的顶点集V 划分成三个不相交的子集 0V 、 1V 、 2V 。
其 中 0 { | ( ) 0}V v V f v= ∈ = ， 1 { | ( ) 1}V v V f v= ∈ = ， 2 { | ( ) 2}V v V f v= ∈ = 。 记
0 1 2( , , )f V V V= 。如果 0v V∀ ∈ ，存在点 2u V∈ ，使得vu E∈ ，则称 0 1 2( , , )f V V V= 是
图G 的一个罗马控制函数（a Roman dominating function）。实值函数 :f V R→ 的




=∑ ，并且记 ( ) ( )
v S
f S f v
∈
=∑ ， S V∀ ⊆ 。因此 ( ) ( )f f Vω = 。图G 的
罗马控制函数的最小权称为罗马控制数(Roman domination number)，记为
( )R Gγ ，即 ( ) min{ ( ) | }R G f f Gγ ω= 是 的一个罗马控制函数 。图G 的一个权为 ( )R Gγ
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定义 3(Grobler [4])：对于给定图 ,G V E=（ ）及 S V⊆ ，若（1） S 是图G 的
一个控制集；（2） \v V S∀ ∈ ，存在满足 vu E∈ 的点u S∈ ，使得 \{ } { }S u vU 也是
图G 的一个控制集，那么我们称 S 是图G 的一个安全控制集(a secure dominating 
set)。图G 的安全控制集的最小势称为安全控制数(Secure domination number)，
记为 ( )s Gγ ，即 ( ) min{| ||s G S S Gγ = 为图 的一个安全控制集}。若图G 的一个安全
控制集 S 满足 | | ( )sS Gγ= ，则称 S 为图G 的一个 sγ -控制集(a sγ -set)。 
Goddard 等在[5]中给出了一种新的控制数。 
定义 4(Goddard [5])：对于图 ,G V E=（ ）及 0S V⊆ ，
0 0 0
0 1 2{ }mS u u u= 、 、…… ，
0S 是图G 的一个控制集。若对任意自然数 k ，以及序列 1 2v v、 、…… kv （ iv V∈ ，
iv 可重复），存在序列 iS V⊆ ， 1 2{ }
i i i





j ju u E
− ∈ （1 j m≤ ≤ ），且 iS 是图G 的一个控制集，则称 0S 图G 的一个永久安全
控制集。记图G 的永久安全控制集的最小势为 ( )m Gσ （eternal m-security number）。
若图G 的一个永久安全控制集 S 满足 | | ( )mS Gσ= ，则称 S 为图G 的一个 mσ -控制
集(an eternal m-secure set)。 
定理 1(Chambers [6])：图G 是连通图，顶点数为 n，则 ( ) / 2m G nσ ≤ ⎡ ⎤⎢ ⎥。 
1.3  本文的结果 
在安全控制策略中， \v V S∀ ∈ ，只允许它选择一个邻点u S∈ 进行交换来得
到新的控制集 \{ } { }S u vU 。一个自然的推广是允许 S 中的所有点都可以与其某个
邻点进行交换。显然，这样的策略更为有效。为此，定义一种新的控制集如下： 
定义 5：对于给定图 ,G V E=（ ）及 0S V⊆ ，
0 0 0
0 1 2{ }mS u u u= 、 、…… ， 0S 是图G
的一个控制集。若 v V∀ ∈ ，存在 S V⊆ （ 1 2{ }mS u u u= 、 、…… ），使得v S∈ ，
0
j ju u=
或 0j ju u E∈ （1 j m≤ ≤ ），且 S 是图G 的一个控制集，则称 0S 是图G 的一个多移
动安全控制集（multi-moving secure dominating set）。图G 的多移动安全控制集的
顶点数称为多移动安全控制数（multi-moving secure domination number），记为
*( )Gγ 。若图G 的一个多移动安全控制集 S 满足 *| | ( )S Gγ= ，则称 S 为图G 的一
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容易看到，对于任意连通图 ,G V E=（ ），我们有 *( ) ( )mG Gγ σ≤ 。从而，对于
具有n个顶点的连通树T 我们有 *( ) / 2T nγ ≤ ⎡ ⎤⎢ ⎥，并且存在连通树T 达到上界（如
2K ）。 
本文（第三章）将讨论具有n个顶点且 *( ) / 2T nγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥的树T 的结构特点。我
们发现具有偶数个顶点且 *( ) / 2T nγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥的树T 可分解成三类结构，这里我们所说
的分解是指每次去掉树 T 的一条边。进一步，由于具有奇数个顶点且
*( ) / 2T nγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥ 的树T 去掉任意一个度为 1 的顶点后即为一具有偶数个顶点且
*( ') ( ') / 2T n Tγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥的树 'T ，我们可将具有奇数个顶点且 *( ) / 2T nγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥的树分解为
一个单点和上述三类结构。同时，我们又给出了由此三类结构组合构造具有偶数
个顶点且 *( ) / 2T nγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥的树T 的规则，以及再此基础上连接一个单点构造具有奇




1.4  记号 
记 ( )mD G 为图G 的一个 mσ -控制集， *( )D G 为图G 的一个 *( )Gγ -控制集，若
在图G 确定时，可简记为 mD 、 *D 。 
对于给定图 ,G V E=（ ）， ( )n G 表示图G 的顶点数。 
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第二章  罗马控制问题的若干注记 
2.1  关于安全控制数 
在[4]中，作者曾问到是否存在图G 满足 v G∀ ∈ ， ( ) ( ) 1s sG v Gγ γ− = − 或者
( ) ( ) 1s sG v Gγ γ− = + 。下面我们将回答这个问题。 
引理 1：若存在 v G∈ 满足 ( ) ( ) 1s sG v Gγ γ− = + ，则图G 的任意一个 sγ -控制
集 ( )sD G 均满足 ( )sv D G∈ 。 
证明：反证法。若图G 存在一个 sγ -控制集 ( )sD G ，有 ( )sv D G∉ ，则 ( )sD G
也是G v− 的一个 sγ -控制集，从而 ( ) ( )s sG v Gγ γ− ≤ ，矛盾。 
定理 2：不存在图G ， v G∀ ∈ ， ( ) ( ) 1s sG v Gγ γ− = + 。 
证明：反证法。不妨设存在图G 满足 v G∀ ∈ ， ( ) ( ) 1s sG v Gγ γ− = + 。则对于
图G 的任何一个 sγ -控制集 ( )sD G 有， v G∀ ∈ ， ( )sv D G∈ 。从而 v G∀ ∈ ，v 均为
孤立点， ( ) ( )s G n Gγ = 。但此时 ( ) ( ) 1 ( ) 1s sG v n G Gγ γ− = − = − 矛盾。 
 
引理 2（Burger [8]）：(1) 1n ≥ ， ( ) 3 / 7s nP nγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥。 
(2) 4n ≥ ， ( ) ( )s n s nC Pγ γ= 。 
例 1：当 7 1n k= + 、7 3k + 、7 5k + （ 1k ≥ ，且 k 为整数）时， nv C∀ ∈ ，有
( ) ( ) 1s n s nC v Cγ γ− = − 。 
 
 
图 2.1  ( ) ( ) 1s sG v Gγ γ− = −  
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例 2：如图 2.1 所示， ( (4,1)) 4s Pγ = ，但 (4,1)v P∀ ∈ ， ( (4,1) ) 3s P vγ − = 。 
2.2  关于罗马控制数 
在论文[3]中，作者提到对连通图G ，若 ( ) ( ) 2R G Gγ γ= + ，则3 diam( ) 8G≤ ≤ 。
但如图 2.2 所示，存在图G ，满足 ( ) ( ) 2R G Gγ γ= + 且diam( ) 2G = 。下面，我们
将说明对于连通图G ，若 ( ) ( ) 2R G Gγ γ= + ，则2 diam( ) 8G≤ ≤ 。 
 
图 2.2  ( ) ( ) 2R G Gγ γ= + 且diam( ) 2G =  
 
对 给 定 图 ,G V E=（ ）及 v V∀ ∈ ， 令 ( ) { ( ) | ( )}N v u V G uv E G= ∈ ∈ ，
[ ] { ( ) | ( )} { }N v u V G uv E G v= ∈ ∈ U 。 
由[3]，我们知道若连通图 ,G V E=（ ）满足 ( ) ( ) 2R G Gγ γ= + ，则对图G 的任
一 ( )R Gγ -函数 0 1 2( , , )f V V V= ，其必为以下 2中情况之一： 
（1） 1| | ( )V Gγ= ， 2| | 1V = ； 
（2） 1| | ( ) 2V Gγ= − ， 2| | 2V = 。 
引理 3(Cockayne [3])：若图 ,G V E=（ ）没有孤立点， 0 1 2( , , )f V V V= 是图G
的一个 1| |V 取到最小值的 ( )R Gγ -函数，则 1V 是图 G 的一个独立集，即
1 2 1u u V∀ ∈、 ， 1 2 ( )u u E G∉ 。 
 
推论：若连通图G 满足 ( ) ( ) 2R G Gγ γ= + ，则2 diam( ) 8G≤ ≤ 。 
证明：显然diam( ) 2G ≥ 。否则，存在图G 满足diam( ) 1G = ，则图G 为完全
图， ( ) 2R Gγ = （ 1G K= 时， ( ) 1R Gγ = ）。 
下面证明 diam( ) 8G ≤ 。取图 G 的一个 1| |V 取到最小值 ( )R Gγ -函数
0 1 2( , , )f V V V= 。 
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0V 中任意两点之间的距离小于等于 2。对任意 1 2 1v v V∈、 ， 1v 与 2v 的距离小于等
于 4。因此diam( ) 4G ≤ 。 
情形 2： 1| | ( ) 2V Gγ= − ， 2| | 2V = 。令 2 { , }V x y= 。若 [ ] [ ]N x N y ≠ ∅I ，则
diam( ) 6G ≤ ；若 [ ] [ ]N x N y = ∅I ，由引理 3 及图G 的连通性，存在 1v V∈ 、
1 0( )v N x V∈ ⊆ 及 2 0( )v N y V∈ ⊆ 使得 1 2 ( )vv vv E G∈、 。因此我们有diam( ) 8G ≤ 。 
 
如图 2.3 所示，存在 ( ) ( ) 2R G Gγ γ= + 的连通图G diam( ) 8G = 。 
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第三章  *( ) / 2T nγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥的树T  
本章我们将讨论 *( ) / 2T nγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥ 的树T 的结构特点。其中T 是一连通树，
( )n V T= 。 
本章中，如无特殊说明， T 表示一连通树， ( )n V T= 。对于图 T v+ ，
( ) ( ) { }V T v V T v+ = U ， ( ) ( ) { }E T v E T uv+ = U ，其中u 为树T 中某个选定点。 
3.1  分解 
定理 3：若树T 满足 *( ) / 2T nγ = ⎡ ⎤⎢ ⎥，且n是偶数，则T 可分解(每次去掉一条
边，将一个连通分支分成两个连通分支)为如图 3.1 所示三类结构。 
 
图 3.1  分解 
例 3：如图 3.2 所示。 
 
图 3.2  6P  
 
图 3.3  * 2( )
nTγ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥
=  
(a) α 结构 (b) β 结构 
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= ，则 v T∀ ∈ ， mD∃ ，使得 mv D∈ 。 
引理 5：若树T 满足
2










+ = = 。 






+ ≤ = 。若
2










< + < 矛盾。 
引理 6：若树T 满足 * 2( )








= ，并且 v T∀ ∈ ， *D∃ ，使得 *v D∈ 。 
引理 7：若树T 满足 * 2( )
nTγ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥
= ，且n为奇数，则 1* 22( ) ( )
nn




+ = + = = ，
并且 u T v∀ ∈ + ， *( )D T v∃ + ，使得 *( )u D T v∈ + 。 
证明：由引理 5、6即可得。 
引理 8：若树T 满足 * 2( )
nTγ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥
= ，且n为偶数，则 v T∀ ∈ ，v的叶子邻点（与
v相邻且度为 1的顶点）总数小于等于 3。 
证明：反证法。设v T∈ ， ( )d v k m= + （ 0, 3k m≥ > 且 k 、m均为整数），其
中m 为点v的叶子邻点的总数。 
若 0k = ，则T 是顶点数为 1m + 的星图，则 * 2( ) 2
nTγ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥
= < ，矛盾。 
若 0k ≠ ，将 v与其m 个叶子邻点之间的m条边去掉。记含 v 的连通分支为
1O ，则 1* 2( )
n mOγ ⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
≤ 。 
情形 1：若 1* 2( )
n mOγ ⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
= 。由引理 6， * 1( )D O∃ 使得 * 1( )v D O∈ 。任取m个叶子
邻点中的一个并记其为u ，则 * 1( ) { }D O uU 为T 的一个多移动安全控制集，且有
2
* 1 2 2 2
| ( ) { }| 1n m n m nD O u ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
= + = <U ，矛盾。 
情形 2：若 1* 2( )
n mOγ ⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
< 。取 1O 的任一 *γ -控制集 * 1( )D O ，任取m个叶子邻点
中的一个并记其为 u ，则 * 1( ) { } { }D O u vU U 为T 的一个多移动安全控制集，且
4
* 1 2 2 2
| ( ) { } { }| 2n m n m nD O u v ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
< + = ≤U U ，矛盾。 
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